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2.VECTORESENEL PLANO

2.1 Introduccién

Este capitulo servird como una introduccién de las ideas esenciales asociadas con una rama de las
mateméti cas muy importante para cientificos e ingenieros. El algebra vectorial esimportante por que
permite escribir en una forma conveniente y abreviada algunas expresiones muy complicadas en
algebra ordinaria. El algebra vectorial es facilmente comprensible, una vez que su notacion ha sido
entendida.

2.2 Direccion

Suponiendo que una persona se halle parada en algin punto de una linea recta, si la persona quiere
caminar sobre la recta tendra dos opciones, a una de ellas se le asigna un valor positivo y negativo a
la otra. Una vez que € sentido estd determinado se dice que la linea recta est4 orientada y se la
denomina“g€’. Los g es coordenados X e Y son lineas orientadas en las cual es |os sentidos positivos
se indican mediante una flecha como se observa en lafigura 1.

A
Y

Figural

Ladireccion de un ge A en el plano se determina mediante un angulo, que es el angulo entre un gje
dereferencia (el ge X) y lalinearecta mencionada, donde el angulo es medido en sentido contrario a
las manecillas del reloj y selo considera positivo (ver lasfiguras 2ay 2.b).
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2.3Magnitudes escalaresy vectoriales

Las magnitudes tales como €l tiempo, la temperatura, etc., que se determinan 0O caracterizan
anicamente mediante un valor numeérico y su unidad, reciben el nombre de magnitudes escalares. Por
lo tanto, éstas magnitudes obedecen a las leyes del algebra ordinaria; por gemplo, 4 kg + 8 kg = 12
kg.

Sin embargo existen otras magnitudes, como la fuerza, la velocidad, la aceleracion, etcétera, que,
para su determinacion, exigen €l conocimiento de un modulo, una direccién y un sentido; dichas
magnitudes se denominan vectoriales; por gemplo, aplicar una fuerza de 10 N en direccién
horizontal y sentido hacia la derecha.

2.4 Representacion de una magnitud vectorial

Cualquier magnitud vectorial se puede representar geométricamente mediante un segmento dirigido
(ee), siendo definida su direccién por € angulo ¢ que dicho segmento forma con ge X, su sentido
por el lugar que sefiala la flecha, y su médulo por la longitud del segmento respecto de la unidad de
medida elegida (ver lafigura 3).

L inea de accion

sentido q\ f

-

maodulo B - punto final

A - puntoinicial direccion
_ - EjeX
Figura3
Las magnitudes vectoriales 0 vectores se representan por letras del alfabeto, mayusculas o
minusculas, en negrilla o con unabarra, o una flechaencimadelaletraa, b, c, ........ ,o0a,b, ......
.y 0 a,b, ... , también, se pueden utilizar dos letras en la forma OP (ver la figura 4). El
modulo de un vector a o OP, serepresentapor a 1@ 1 u IOP |, respectivamente.
P
O
Figura4
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25 Clases de vectores
2.5.1 Vectorescolineales

Son aquellos vectores que estan contenidos en una linea recta, la figura 5 muestra un gjemplo de
vectores colineales.

2.5.2 Vectores coplanares

Son vectores que estan contenidos en un plano, un gjemplo se puede observar en lafigura6.

b
\ B Plano delahoja
c
_ —v
f/

Figura6

2.5.3 Vectoresconcurrentes

Son aquellos vectores cuyas lineas de accidn coinciden en un solo punto como se muestra en lafigura
7.

- Figura7 N
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2.5.4 Vectoresligados

Dos 0 mas vectores se denominan ligados si sus puntos iniciales coinciden en un solo punto como en
lafigura 8.

Figura

2.5.5 Vectores paralelos

Dos vectores son paraelos cuando el angulo entre ellos es 0° o 180°. Ademas, se debe tomar en
cuenta que para halar e angulo entre dos vectores sus puntos iniciales deben necesariamente
coincidir en un punto como se observa en lafigura 9.
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2.5.6 Vectores perpendiculares

Dos vectores son perpendicul ares cuando el angulo entre ellos es 90° 0 270° (ver lafigura 10).

o0
270°U b >

Figura 10
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2.5.7 Vector unitario

Un vector se denomina unitario cuando su modulo es igual a la unidad (figura 11) y se simboliza

como J y sumodulo se representa por U
1 unidad
s - ~
¥ >
Figurall

2.5.8 Vector cero
Un vector se denominacero si su médulo esigual aceroy sesimbolizapor 0.

Un vector mientras no se indique lo contrario, carece de una posicion fijaen el plano, de manera que
se puede tradadar de un lugar a otro (vector libre), con la condicion de mantener invariables su
modulo, sentido y direccion.

2.6 Operaciones con vectores

A continuacion se definen las operaciones con vectores en forma gréfica utilizando trigonometria.

2.6.1 Producto de un escalar por un vector

S a esun vector y k un escalar positivo, entoncesk @ es un vector deigual direcciony sentido que

a cuyo modulo es k veces €l dea ; s k es negativo, se trata de un vector de igual direccion quen
de sentido opuesto a de @ y con un médulo igual ak veces el de a. Ademés, para ambos casos se

cumple que K @ es paralelo a @ (condicién de paralelismo). Si k es igual a cero entonces, K & es
igual a vector cero. Lafigura 12 muestra un g emplo.

= t_) =32 c=(-2)a
=N . &
Figura 12

o
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2.6.2 Sumay diferencia de vectores

Sean @ y b losvectores delafigura13(a); laresultanteo suma, @ + b sehaladeunadelas
maneras siguientes:

() Trazando los vectores como seindica en lafigura 13.b y completando el paralelogramo
PAQB delafigura 13.b. El vector suma esta dado por, PQ.

(i)  Trazando los vectores como se indicaen lafigura 13.c y completando el tridngulo dela
figura 13.c. En este caso € vector suma esté dado por, PB.

Figural3.a Figural3.b
Q
B[O
— A
A
P
Figura13.c Figura13.d

Para hallar ladiferenciadelosvectores,D =a - b , se procede del siguiente modo:

Trazando los vectores como en lafigura 13.d y completando el tridngulo. En dichafigura el vector
diferenciaesBA=a -b.

(@) |
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2.6.3 Componentes de un vector

Un vector siempre resulta de sumar dos 0 més vectores tal como indicalafigura 14

— I
I /_%( 5

a b

B C
Figural4

Delafigurase observa B o _
F=a+b y Fr=A+B+C+D

A losvectores @, b, A, B,C y D selesllamacomponentes del vector T .

2.6.4 Vector unitario y sistema de g es coor denados

Como ya se menciono anteriormente un vector unitario es un vector cuyo modulo es la unidad. La
figura 15 muestra vectores unitarios en el sistema de € es coordenados cartesiano; estos se denominan
vectores unitarios rectangulares y se definen como

i vector unitario contenido en el gje x
] - vector unitario contenido en el gey
Y A
A
J
== >
O ] X
Figura 15

~
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2.6.4.1 Componentes r ectangular es de un vector

Si unvector T esel resultado de sumar los vectores @ y b y ademés estos son perpendiculares,
entonces @ Y b se denominan componentes rectangulares de I (ver lafigura 16).

Ademas, delafigura 16 setiene

1)

S se toma en cuenta un sistema de ejes coordenados se tiene

YA

=<V
O‘l—i
1
=<V

Figural7 Figura 18
Delafiguras (17) y (18) se puede deducir que
a=ai y b=bj

reemplazando en la ecuacion (1) F=ai+bj 2

En lo sucesivo cualquier vector serepresentara en laforma que indicalaecuacion (2).
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2.6.4.2Mdduloy direccién de un vector

Si e vector 1 serepresentapor I =1, I+ y j como se observaen lafigura 19,

y A

\ A
3 4

O o
r y J
Figura 19

tomando en cuenta el tridngulo rectangulo de lafigura 19,

Componente x - r,=rcos¢

Componentey - r,=rseng
Lalongitud o médulo de un vector, en funcién de sus componentes, es

+ry 3)

r=.r .
Ladireccion del vector o e angulo que forma dicho vector con € ge x es (solo valido para e primer
cuadrante),

r r
Y > actg (—2
r r

X X

tg ¢ = ) (4)
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2.7 Producto escalar

El producto escalar delosvectoresa y b , representado por e simbolo a « b (que seindicapor “@
multiplicado escalarmente por b “), se define como la cantidad escalar obtenida hallando € producto

de los médulos de @ yb con e coseno del angulo Bentre los dos vectores. En la figura 20 se
observa dichos vectores.

aeb=abcosd (5)

0

— >
a
Figura20

Obviamente @ *a =a’ ,yaqueel angulo en este caso es cero. Ademés, como la funcion coseno
variaentre-1y 1, entonces & producto escalar puede ser positivo, negativo y cero.

a aeb=(+) s 0°<H<®W°
b) asb=(-) s 90°<6<180°

c0 a<b=0 s 6 =90° (condicién de perpendicularidad, entonces a y b son
perpendiculares)

2.7.1 Propiedades
a 4asb=bea (conmutatividad)

b) Ce(a+b)=cea+cCeb (distributiva con respecto de la suma)
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Escribiendo @ y b en funcién de sus componentes rectangulares y aplicando laley distributiva,
tenemos

~

aeb=(a,i+a,j)e(b,+b,])

asb=a,b,((ef)+a, b, (F«])+a,b, (jei)+a,b,(j*])

finalmente asb=a,b,+a, b, (6)

7 = = — — 2 2
ademés asa=a,ata,a, =a, +a, @)

A partir del producto escalar se puede hallar el angulo entre dos vectores, utilizando laformula

cosg=—>r—*r Y ¥ (8)

11
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2.8 Producto vectorial

El producto vectorial delosvectoresa y b | representado por e simbolo @ x b (que seindica por *
a multiplicado vectorialmente por b *), se define como el vector perpendicular al plano determinado
por @ yb enladireccion de avance de un tornillo de rosca derecha (ver figura21) que hasido
rotado de @ hacia b (paraello se puede utilizar lareglade lamano derecha). En simbolos se tiene

c=axb

Figura2l

El médulo del producto vectorial @ x b esta dada por
|axb|=absn o 9)

Sid anguloentre 2 y b es0° entonces |os vectores son paralelosy se cumple que
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A

i x]=k jxi=-k i xi =0
|A><|2:—J'A szf:i ixj:f)
jxk=T kxj=-1 kxk=0

Escribiendo @ y b en funcién de sus componentes rectangulares y aplicando laley distributiva,
tenemos

A

axb=(a,i+a, j+a,k)x(b,i+b, j+b,k)

|

axb=a,b, (Ixi)+a,b, (Ixj)+a,b,(ixk)+a, b, ([xi)+a, b, (]x])
+a,b,(jxk)+a,b, (kxi)+a,b, (kx])+a,b,(kxk)

axb=(a,b,-a,b,)i—-(a,b,-a,b,)j+(a,b,—-a,b,)k (10)

El producto vectorial también se puede obtener utilizando el siguiente determinante
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2.9 Vectores cuyas componentes dependen delavariablet

En este punto cabe aclarar que las componentes de un vector no siempre pueden ser constantes sino
también funciones que dependan de una variable. Seala curva representada en la figura 22, dada por
SUS ecuaciones paramétricas

x=x(t);y=y()
YA

Figura 22

El vector
F(t)=x(t)i+y(t)] (11)

gue une € origen de coordenadas con € punto P(x,y) de la curva, recibe el nombre de vector
posicién o radio vector de P.

Ejemplo, F(t)=(2t-1) +(t?+4t)]

con x(t)=2t-1 y(t)=t2+4t

donde el modulo del vector estara dado por, r =\/ (2t-1)2+(t*+41)?

Paratener la direccion del vector, se debe dar un valor at, por giemplo, t = 2, entonces,

F(2)=((2)(2)-1)1+((2)>+(4)(2))]
F(2)=3i+12]

12
entonces, tg 6= S > 0 =76°

14
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Si las componentes de un vector son funciones que dependen de t, entonces, todas las operaciones y
propiedades indicadas anteriormente para los vectores con componentes constantes, siguen siendo
validas.

Ejemplo: Dadoslosvectores U =t2i - (t-1)] y V =(t=2)i+(t+1) j,determinar:

Solucién: @ U +V =t2i—(t-1)j+(t-2)i+(t+1)]

U+V =(t2+t-2)1+2t]

b) UV =t?(t-2)-(t-1)(t+1)

UseV =(t3-2t%)-(t?2-1)

Ejemplo: S P =(t-2)I —(t-3)] y Q=(t-3)i+t |, halar e vaor de t para que
Py Q sean perpendiculares.

Solucion: PeQ=t?*-5t+6+t>-3t=0

2t2-8t+6=0 > t?-4t+3=0 > (t-1)(t-3)=0

resolviendo,
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2.10 Derivada de un vector
S F(t)=x(t)i+y(t)]

dr(t) _dx(t) ;, dy(t) -
dt dt dt

Entonces, (12

Ejemplo: Hallar laderivadade vector, F (t)=(2t2—t)i +(t>+4t2)]

dr(t ~ R
Solucion: %=(2t—1)u+(3t2+8t)1

Como se puede observar, la derivada de un vector es otro vector que depende de t, por lo tanto este
nuevo vector también puede se derivado, es decir,

2_
%=2f+(6t+8)f

y asi, sucesivamente.

2.11 Ecuacion cartesianadelatrayectoria

La trayectoria de una particula, cuya posicion esta dada por F(t)=x(t)i +y(t) ] se puede
obtener dando valores at en dicha ecuacion. La ecuacion de dicha trayectoria se puede obtener
combinando las ecuaciones paramétricas x = x(t) ey = y(t).

Ejemplo: Si laposicién de una particulaestd dadapor F (t) =ti +t?2 |, halar laecuacién dela

trayectoria.
Solucién: Las ecuaciones paramétricasson: x=t (1) y y=¢ 2
Reemplazando (1) en (2) y =» (ecuacion de una parabola)

16
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Ejemplo: Si la posicién de una particula estd dada por 7 (t)=4costi +4sent], halar la
ecuacion de

latrayectoria.
Solucion: Las ecuaciones paramétricas son: X =4 cost (1) y y=4sent (2
Elevando al cuadrado ambas ecuaciones,

X2 =16 cos’ t Q) y? =16 sen?t 2

sumando las ecuaciones (1) y (2)
¥ +y2=16cos’t + 16 serft

X2+y?2=16(cogt+ sen’t)

finalmente, X +y2=4  (ecuaciéon de un circulo)




